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�� ,QW U RGXF W LRQ

7KURXJKRXW WKLV SDSHU + DQG . VWDQG IRU +LOEHUW VSDFHV� :H XVH WKH VDPH
V\PERO Kc � cL DQG N c N IRU WKH LQQHU SURGXFW DQG QRUP LQ ERWK RI WKHP� UHVSHFWLYHO\�
/HW 7 � + � . EH D ERXQGHG OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQ �UHIHUUHG WR DV DQ RSHUDWRU LI
.  + _ L�H�� DQ RSHUDWRU RQ + LV D ERXQGHG OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQ RI + LQWR
LWVHOI�� /HW , VWDQG IRU WKH LGHQWLW\ RSHUDWRU �HLWKHU RQ + RU RQ . �� 5HFDOO� 7 LV DQ
LVRPHWU\ LI 7 o 7  ,� LGHQWLW\ RQ +� (YHU\ LVRPHWU\ LV LQMHFWLYH� $ WUDQVIRUPDWLRQ
7 LV XQLWDU\ LI LW LV D VXUMHFWLYH LVRPHWU\ �L�H�� DQ LQYHUWLEOH LVRPHWU\�� ZKLFK PHDQV
7 LV DQ LVRPHWU\ DQG D FRLVRPHWU\ �L�H�� 77 o  ,� LGHQWLW\ RQ . � DQG 7 o 7  ,�
LGHQWLW\ RQ +�� %\ D VXEVSDFH RI + ZH PHDQ D FORVHG OLQHDU PDQLIROG RI +� /HW
0 p DQG 0 q GHQRWH FORVXUH DQG RUWKRJRQDO FRPSOHPHQW� UHVSHFWLYHO\� RI D OLQHDU
PDQLIROG 0 RI + �ERWK DUH VXEVSDFHV RI +�� 7KH NHUQHO DQG UDQJH RI D ERXQGHG
OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQ 7 ZLOO EH GHQRWHG E\ 1 �7 � �D VXEVSDFH RI +� DQG 5�7 � �D
OLQHDU PDQLIROG RI . �� UHVSHFWLYHO\� 7KH DGMRLQW RI 7 �ZKLFK LV D ERXQGHG OLQHDU
WUDQVIRUPDWLRQ RI . LQWR +� ZLOO EH GHQRWHG E\ 7 o � /HW VSDQ$ GHQRWHV WKH OLQHDU
VSDQ RI DQ DUELWUDU\ VHW $ v + DQG OHW

:

$ GHQRWHV WKH FORVXUH RI VSDQ$�

$Q RSHUDWRU 6 � + � + LV D XQLODWHUDO VKLIW LI WKHUH H[LVWV DQ LQpQLWH VHTXHQFH
I+ r J sr�t�u RI QRQ]HUR SDLUZLVH RUWKRJRQDO VXEVSDFHV RI + �L�H�� + v " + r � VXFK WKDW
+  

/ srTt�u + r �L�H�� I+ r J srTt�u VSDQV+� DQG 6 PDSV HDFK+ r LVRPHWULFDOO\ RQWR+ rTw�x
VR WKDW 6M ygz � + r � + r�w�x LV D XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQ �L�H�� D VXUMHFWLYH LVRPHWU\��
7KXV GLP+ r�w�x  GLP+ r IRU HYHU\ N y �� 6XFK D FRPPRQ GLPHQVLRQ LV WKH PXO�

WLSOLFLW\ RI 6� 7KH DGMRLQW 6 o � + � + RI 6 LV UHIHUUHG WR DV D EDFNZDUG XQLODWHUDO

VKLIW � (YHU\ XQLODWHUDO VKLIW 6 LV DQ LVRPHWU\ �L�H�� 6 o 6  ,� DQG VR 6 LV LQMHFWLYH
�EXW QRW VXUMHFWLYH�� 0RUHRYHU� IRU HDFK N y �

+ r  6
r + u ZLWK + u  1 �6 o ��

ZKHUH 1 �6 o � GHQRWHV WKH NHUQHO RI 6 o � 7KHUHIRUH
6+ r  + r�w�x DQG 6 o + rTw�x  + r �
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,Q WKLV SDSHU ZH VKRZ WKDW WKHUH H[LVW SDLUV RI +LOEHUW VSDFH RSHUDWRUV 9 DQG
: WKDW VDWLVI\ WKH DERYH GLVSOD\HG VKLIWLQJ SURSHUWLHV �DOWKRXJK WKH\ PD\ QRW EH
XQLODWHUDO VKLIWV WKHPVHOYHV� QRW HYHQ LVRPHWULHV�� ZKHUH RUWKRJRQDOLW\ LV UHSODFHG E\
ELRUWKRJRQDOLW\� 7KH PRWLYDWLRQ EHKLQG VXFK D SURJUDP FRPHV IURP WKH IROORZLQJ
UHVXOW IURP >�� �@� ,I 6 DQG 5 DUH XQLODWHUDO VKLIWV RQ D +LOEHUW VSDFH + VXFK WKDW

66 o �55 o  ,� WKHQ + DGPLWV WKH GXDO�VKLIW GHFRPSRVLWLRQ� QDPHO\�

+  
0 srTt�x 6 r 1 �6 o �j

0 srTt�x 5 r 1 �5 o ��
�7KH V\PERO j VWDQGV IRU RUWKRJRQDO GLUHFW VXP�� 7KLV ZLOO EH DSSURDFKHG KHUH
LQ OLJKW RI ELRUWKRJRQDO VHTXHQFHV �ZKLFK DUH QRW QHFHVVDULO\ LQGLYLGXDOO\ RUWKRJ�
RQDO VHTXHQFHV� DQG ELLVRPHWULF RSHUDWRUV �ZKLFK DUH QRW QHFHVVDULO\ LQGLYLGXDOO\
LVRPHWULF RSHUDWRUV�� 1H[W VHFWLRQ GLVFXVVHV WKHVH QRWLRQV�

�� %LRU W KRJRQDO 6HTXHQF HV

%LRUWKRJRQDO VHTXHQFHV DUH JHUPDQH WR %DQDFK VSDFHV DQG ZHUH LQWURGXFHG LQ
WKH FRQWH[W RI EDVLV IRU VHSDUDEOH %DQDFK VSDFHV >�� 'HpQLWLRQ �����@� >�� 'HpQLWLRQ
��I��@� 7KXV OHW + EH D VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFH� ,Q D +LOEHUW VSDFH VHWWLQJ �ZKHUH
GXDO SDLU ERLOV GRZQ WR LQQHU SURGXFW DIWHU WKH 5LHV] 5HSUHVHQWDWLRQ 7KHRUHP� WKH
QRWLRQ RI ELRUWKRJRQDOLW\ UHDGV DV IROORZV�

'HpQLWLRQ ���� 7ZR VHTXHQFHV II Ë J DQG IJ Ë J RI YHFWRUV LQ + DUH VDLG WR EH
ELRUWKRJRQDO �WR HDFK RWKHU� LI KI Ì � J Ë L  r ÌdÍ Ë ZKHUH r VWDQGV IRU WKH .URQHFNHU
GHOWD IXQFWLRQ� ,I II Ë J LV VXFK WKDW WKHUH H[LVWV D VHTXHQFH IJ Ë J IRU ZKLFK II Ë J DQG
IJ Ë J DUH ELRUWKRJRQDO� WKHQ LW LV VDLG WKDW II Ë J DGPLWV D ELRUWKRJRQDO VHTXHQFH �DQG
VR GRHV IJ Ë J� DQG WKH SDLU III Ë J� IJ Ë JJ LV UHIHUUHG WR DV D ELRUWKRQRUPDO V\VWHP�

/HW II Ë J DQG IJ Ë J EH D SDLU RI ELRUWKRJRQDO VHTXHQFHV� ,I WKH\ DUH VXFK WKDW
I Ë  J Ë IRU DOO Q� WKHQ ZH JHW WKH GHpQLWLRQ RI DQ RUWKRQRUPDO VHTXHQFH� DOWKRXJK
LQ JHQHUDO QHLWKHU II Ë J QRU IJ Ë J DUH RUWKRJRQDO �PXFK OHVV RUWKRQRUPDO� VHTXHQFHV�
$ VHTXHQFH II Ë J WKDW DGPLWV D ELRUWKRJRQDO VHTXHQFH IJ Ë J ZDV FDOOHG PLQLPDO

LQ >�� 'HpQLWLRQ ��I��@� ZKHUH LW ZDV SRLQWHG RXW WKDW �L� II Ë J DGPLWV D ELRUWKRJRQDO

VHTXHQFH LI DQG RQO\ LI I r �� :II Ë J ËaÎt)r IRU HYHU\ LQWHJHU N �L�H��LI DQG RQO\ LI HDFK
YHFWRU I r IURP II Ë J LV QRW LQ WKH FORVXUH RI VSDQII Ë J II r J� >�� S���@ DQG �LL� HYHU\
EDVLF VHTXHQFH LV PLQLPDO >�� SS���@ �D VHTXHQFH LV EDVLF LI LW LV D 6FKDXGHU EDVLV IRU
LWV FORVHG VSDQ�� 6R HYHU\ RUWKRQRUPDO VHTXHQFH DGPLWV D ELRUWKRQRUPDO VHTXHQFH �

$ VHTXHQFH II Ë J VSDQQLQJ WKH ZKROH VSDFH + LV VRPHWLPHV FDOOHG WRWDO �RU FRP�

SOHWH� RU IXQGDPHQWDO�� 7KLV PHDQV
:II Ë J  + RU� HTXLYDOHQWO\� I " I Ë IRU HYHU\

Q LPSOLHV I  � �L�H�� II Ë J LV WRWDO LI DQG RQO\ LI WKH RQO\ YHFWRU RUWKRJRQDO WR HYHU\
I Ë LV WKH RULJLQ�� ,W ZDV SRLQWHG RXW LQ >�@ WKDW �LLL� LI II Ë J DGPLWV D ELRUWKRJRQDO

VHTXHQFH IJ Ë J� WKHQ IJ Ë J LV XQLTXH LI DQG RQO\ LI II Ë J LV WRWDO �

,I II Ë J DGPLWV D ELRUWKRJRQDO VHTXHQFH IJ Ë J� DQG LI II Ë J LV WRWDO� WKHQ IJ Ë J LV QRW
QHFHVVDULO\ WRWDO �L�H�� WKH SURSHUW\ ?II Ë J VSDQV +� LV QRW LQKHULWHG E\ IJ Ë J _ DV
LQ WKH H[DPSOH EHORZ�� $ WRWDO VHTXHQFH II Ë J WKDW DGPLWV D �XQLTXH� ELRUWKRJRQDO
VHTXHQFH IJ Ë J ZDV FDOOHG H[DFW LQ >�@� ZKHUH LW ZDV VKRZQ WKDW �LY� LI WKH VHTXHQFH

II Ë J  IH Ï�Ð�Ñ J RI YHFWRUV LQ WKH +LOEHUW VSDFH /
º
�b}� }� �VR WKDW I Ë �W�  H Ï�Ð�Ñ�Ò

IRU HDFK Q DOPRVW HYHU\ZKHUH LQ �b}� }� _ L�H�� IRU DOPRVW HYHU\ W LQ �b}� }� ZLWK
UHVSHFW WR /HEHVJXH PHDVXUH� LV H[DFW �L�H�� II Ë J LV WRWDO DQG DGPLWV D �XQLTXH�
ELRUWKRJRQDO VHTXHQFH IJ Ë J�� WKHQ WKH ELRUWKRJRQDO VHTXHQFH IJ Ë J LV DOVR H[DFW �
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([DPSOH ���� /HW IH Ë J Ë�Û x EH DQ\ RUWKRQRUPDO EDVLV IRU + �DQ\ RUWKRQRUPDO
VHTXHQFHV WKDW VSDQV +� WKXV WRWDO��
�D� 7KH VHTXHQFH II Ë J Ë�Û x  IH x � H Ë w�x J Ë�Û x LV WRWDO �VLQFH LI I " I Ë IRU DOO Q� WKHQ
WKH DEVROXWH YDOXH RI WKH )RXULHU FRHrFLHQWV RI I ZLWK UHVSHFW WR WKH RUWKRQRUPDO
EDVLV IH Ë J Ë�Û x DUH FRQVWDQW� DQG VR I  ���0RUHRYHU� II Ë J Ë�Û x DGPLWV D ELRUWKRJRQDO
VHTXHQFH IJ Ë J Ë�Û x  IH Ë w�x J Ë�Û x ZKLFK LV XQLTXH DQG QRW WRWDO�
�E� 7KH VHTXHQFHV II Ë J Ë�Û x  IH x � H º � H Ë w º J Ë�Û x � IJ Ë J Ë�Û x  IH Ë w º J Ë�Û x � DQG
IK Ë J Ë�Û x  IH x b H º � H Ë w º J Ë�Û x DUH SDLUZLVH ELRUWKRJRQDO WR HDFK RWKHU� DQG WKHUH�
IRUH WKH\ DUH DOO QRW WRWDO�

)XUWKHUPRUH� HYHU\ YHFWRU IURP II Ë J Ë�Û x LQ �D� RU LQ �E�� DQG IURP IK Ë J Ë�Û x LQ �E��
LV QRW RUWKRJRQDO WR DQ\ RWKHU YHFWRU IURP WKH VDPH VHTXHQFH� DQG DOO YHFWRUV LQ
II Ë J Ë�Û x DQG LQ IK Ë J Ë�Û x KDYH VTXDUHG QRUP � RU � ZKLOH IJ Ë J Ë�Û x LQ �D� RU LQ �E�
LV DQ RUWKRQRUPDO VHTXHQFH�

,QGHHG� WKHUH LV QR GLVWLQFW SDLU RI ELRUWKRQRUPDO VHTXHQFHV DV ZH VKRZ EHORZ�

7KHRUHP ���� 7DNH D SDLU RI ELRUWKRJRQDO VHTXHQFHV II Ë J DQG IJ Ë J� ,I NI Ë N  
NJ Ë N p x � WKHQ II Ë J DQG IJ Ë J DUH SURSRUWLRQDO� ZKLFK PHDQV IRU HDFK Q WKHUH H[LVWV

D QRQQHJDWLYH QXPEHU o Ë IRU ZKLFK I Ë  o Ë J Ë � 0RUHRYHU� o Ë  NI Ë N º �
3URRI� 6XSSRVH II Ë J DQG IJ Ë J DUH ELRUWKRJRQDO VHTXHQFH� +HQFH KI Ë � J Ë L  �� 7DNH
DQ DUELWUDU\ Q� ,I NI Ë N  NJ Ë N p x � WKHQ

KI Ë � J Ë L  NI Ë NNJ Ë N�
%XW WKLV LV HTXLYDOHQW WR VD\LQJ WKDW �VHH� H�J�� >�� 3UREOHP ���@�

I Ë  o Ë J Ë
IRU VRPH SRVLWLYH UHDO QXPEHU o Ë � 7KHUHIRUH II Ë J DQG IJ Ë J DUH SURSRUWLRQDO �DQG
VR ELRUWKRJRQDO WR HDFK RWKHU�� 0RUHRYHU� VLQFH NI Ë N  NJ Ë N p x � LW IROORZV WKDW
NI Ë N  o Ë NJ Ë N  o Ë NI Ë N p x DQG VR o Ë  NI Ë N º �
&RUROODU\ ���� 7KHUH LV QR GLVWLQFW SDLU RI ELRUWKRQRUPDO VHTXHQFHV� ,Q RWKHU

ZRUGV� LI WZR VHTXHQFHV II Ë J DQG IJ Ë J DUH ELRUWKRJRQDO DQG LI NI Ë N  NJ Ë N  �
IRU DOO Q� WKHQ I Ë  J Ë IRU DOO Q�

3URRI� 7KLV LV D SDUWLFXODU FDVH RI 7KHRUHP ��� IRU NI Ë N  NJ Ë N  � IRU DOO Q�
�� %LLVRP HW U LF 2SHU DW RU V

&RQVLGHU D SDLU RI RSHUDWRUV 9 DQG : RQ D +LOEHUW VSDFH +�
'HpQLWLRQ ���� 7ZR RSHUDWRUV 9 DQG : DUH VDLG WR EH ELLVRPHWULF LI 9 o :  ,�
DQG LQ WKLV FDVH I9�:J LV UHIHUUHG WR DV D ELLVRPHWULF SDLU RQ +�

,W LV FOHDU WKDW 9 o :  , LI DQG RQO\ LI : o 9  ,� 7KXV I9�:J LV D ELLVRPHWULF
SDLU LI DQG RQO\ LI

9 o :  ,  : o 9�
/HW 9 DQG : EH D SDLU RI ELLVRPHWULF RSHUDWRUV� ,I WKH\ DUH VXFK WKDW :  9� WKHQ
ZH JHW WKH GHpQLWLRQ RI DQ LVRPHWU\� YL]�� 9 o 9  ,� DOWKRXJK LQ JHQHUDO QHLWKHU 9
QRU : DUH DVVXPHG WR EH LVRPHWULHV WKHPVHOYHV�



Ü »�¼�½�¾¤¿)À4Á)Â�Ã�½VÂ�À�¾RÄÅ¼�Æ�ÇÅÆ�Èa¼�ÆÅ¾#ÉcÊ¤¼�Æ

7KHRUHP ���� /HW 9 DQG : EH RSHUDWRUV RQ +� 6XSSRVH WKHLU DGMRLQWV 9 o DQG : o
DUH QRW LQMHFWLYH� 7DNH DUELWUDU\ QRQ]HUR YHFWRUV Y DQG Z LQ +� )RU HDFK QRQQHJD�

WLYH LQWHJHU Q FRQVLGHU WKH YHFWRUV

� Ë  9
Ë
Z DQG � Ë  :

Ë
Y

LQ +� ,I I9�:J LV D ELLVRPHWULF SDLU RQ +� WKHQ WKHUH H[LVW

Y � 1 �9 o � DQG Z � 1 �: o �
VXFK WKDW WKH VHTXHQFHV I� Ë J DQG I� Ë J DUH ELRUWKRJRQDO VHTXHQFHV � 0RUHRYHU�

9 � Ë  � Ë w�x DQG :� Ë  � Ë w�x �
DQG DOVR

9 o � Ë w�x  � Ë DQG : o � Ë w�x  � Ë �
3URRI� 6XSSRVH 9 DQG : KDYH QRQLQMHFWLYH DGMRLQWV� 7KLV LV HTXLYDOHQW WR VD\LQJ
WKDW 9 DQG : KDYH QRQGHQVH UDQJHV �DV 1 �7 o � q  5�7 � p IRU HYHU\ RSHUDWRU 7 ��
6LQFH 9 o DQG : o DUH QRQLQMHFWLYH WDNH DUELWUDU\ QRQ]HUR YHFWRUV Y � 1 �9 o � DQG
Z � 1 �: o �� DUELWUDU\ QRQQHJDWLYH LQWHJHUV P�Q� DQG VHW

� Ë  9
Ë
Z DQG � Ë  :

Ë
Y�

6XSSRVH Q � P� $V 9 o :  , D WULYLDO LQGXFWLRQ OHDGV WR 9 o Ë : Ë
 , DQG VR

K� Ì �� Ë L  K9 Ì Z �: Ë
YL  KZ �9 o9Ý Ì p ËcÞ 9 o Ë : Ë

YL  KZ �9 o9Ý Ì p ËcÞ YL  �
IRU Q � P EHFDXVH Y � 1 �9 o � LPSOLHV Y � 1 �9 o Ì p Ë �� 2Q WKH RWKHU KDQG� VXSSRVH
P � Q� $V : o 9  , DQG Z � 1 �: o � D VLPLODU DUJXPHQW HQVXUHV K� Ì �� Ë L  � IRU
P � Q� 0RUHRYHU� VLQFH : o 9  , ZH DOVR JHW WKH IROORZLQJ QRQRUWKRJRQDOLW\�

&ODLP� 1 �9 o � �" 1 �: o ��
3URRI � 6LQFH : o 9  ,� WKHQ 9 � 2� 7KXV WDNH DQ\ � � \  5�9 � VR WKDW \  9 [
IRU VRPH � � [ � +� ,I \ � 1 �: o �� WKHQ �  : o \  : o 9 [  [� ZKLFK LV D FRQWUD�
GLFWLRQ� 6R 5�9 � ? 1 �: o �  I�J ZKLFK LPSOLHV 5�9 � p ? 1 �: o �  I�J� 7KHUHIRUH

1 �9 o � q ? 1 �: o �  I�J�
6XSSRVH 1 �: o �" 1 �9 o �� 7KHQ 1 �: o � v 1 �9 o � q � 7KXV E\ WKH DERYH LGHQWLW\
1 �: o �  1 �: o � ? 1 �: o � v 1 �9 o � q ? 1 �: o �  I�J� ZKLFK FRQWUDGLFWV WKH
DVVXPSWLRQ RI : o EHLQJ QRQLQMHFWLYH� +HQFH 1 �9 o � �" 1 �: o ��
7KXV WKHUH H[LVW �QRQ]HUR� Y � 1 �9 o � DQG Z � 1 �: o � VXFK WKDW KZ � YL � �� DQG
VR ZH PD\ WDNH Y � 1 �9 o � DQG Z � 1 �: o � IRU ZKLFK KZ � YL  �� 7KHQ

K� Ë �� Ë L  KZ � YL  ��
7KHUHIRUH K� Ì �� Ë L  r ÌdÍ Ë � 7KLV PHDQV I� Ë J DQG I� Ë J DUH ELRUWKRJRQDO VHTXHQFHV�
0RUHRYHU� DFFRUGLQJ WR GHpQLWLRQ RI � Ë DQG � Ë ZH JHW

9 � Ë  9
Ë w�x

Z  � Ë w�x DQG :� Ë  :
Ë w�x

Y  � Ë w�x �
DQG VLQFH 9 o :  ,  : o 9 ZH DOVR JHW

9 o � Ë w�x  9 o : Ë w�x
Y  :

Ë
Y  � Ë DQG : o � Ë w�x  : o 9 Ë w�x Z  9

Ë
Z  � Ë �

IRU HYHU\ QRQQHJDWLYH LQWHJHU Q�
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&RUROODU\ ���� /HW I9�:J EH D ELLVRPHWULF SDLU RQ + DQG FRQVLGHU WKH ELRUWKRJ�

RQDO VHTXHQFHV I� Ë J DQG I� Ë J GHpQHG LQ 7KHRUHP ��� LQ WHUPV RI QRQ]HUR YHFWRUV

Y � 1 �9 o � DQG Z � 1 �: o �� ,Q DGGLWLRQ� LI WKHVH ELRUWKRJRQDO VHTXHQFHV VSDQ +�

WKHQ HYHU\ [ � + ZLWK VHULHV H[SDQVLRQ LQ I� Ë J DQG I� Ë J FDQ EH H[SUHVVHG DV

[  
; srTt�u K[ �� r L� r  

; srTt�u K[ �� r L� r �
DQG WKHUHIRUH

9 [  
; srTt�u K[ �� r L� rTw�x DQG :[  

; sr�t�u K[ �� r L� r�w�x �
9 o [  ; srTt�u K[ �� rTw�x L� r DQG : o [  ; srTt�u K[ �� rTw�x L� r �

3URRI� 7DNH DQ DUELWUDU\ [ � +� ,I WKH ELRUWKRJRQDO VHTXHQFHV I� Ë J DQG I� Ë J VSDQ
+ �L�H�� LI

:I� Ë J  :I� Ë J  +� DQG LI

[  
; srTt�u o r � r  

; srTt�u p r � r
IRU VRPH SDLU RI VHTXHQFHV RI VFDODUV Io Ë J DQG Ip Ë J� WKHQ

o Ë  K[ �� Ë L DQG p Ë  K[ �� Ë L
IRU HYHU\ Q y �� ,QGHHG� REVHUYH �E\ WKH FRQWLQXLW\ RI WKH LQQHU SURGXFW DQG UHFDOOLQJ
WKDW I� r J DQG I� r J DUH ELRUWKRJRQDO� WKDW

K[ �� Ë L  ; sr�t�u o r K� r �� Ë L  o Ë DQG K[ �� Ë L  ; srTt�u o r K� r �� Ë L  p Ë
IRU HYHU\ Q y �� )LQDOO\� UHFDOO IURP 7KHRUHP ��� WKDW IRU HDFK Q y �

9 � Ë  � Ë w�x � :� Ë  � Ë w�x � 9 o � Ë w�x  � Ë � DQG : o � Ë w�x  � Ë �
6R DSSO\ 9 DQG : o WR WKH H[SDQVLRQ RI [ LQ WHUPV RI I� Ë J DQG DSSO\ 9 o DQG : WR
WKH H[SDQVLRQ RI [ LQ WHUPV RI I� Ë J �XVLQJ WKH FRQWLQXLW\ RI WKH LQQHU SURGXFW��

�� /DJXHU U H 6KLI W V

:H QRZ DSSO\ WKH UHVXOWV RI 6HFWLRQ � WR D FODVV RI /DJXHUUH RSHUDWRUV� 5HFDOO
WKDW WKH /DJXHUUH IXQFWLRQV FRQVLVW RI DQ RUWKRQRUPDO EDVLV IH Ë J sË t�u IRU WKH FRQFUHWH
+LOEHUW VSDFH /

º
>���� �VHH� H�J�� >�� ([DPSOH ��/�G�@� GHpQHG D�H� IRU W y � E\

H Ë �W�  H pdàá Ò / Ë �W�
IRU HDFK LQWHJHU Q y �� ZKHUH / Ë �W� DUH WKH /DJXHUUH SRO\QRPLDOV RI GHJUHH Q y ��
&RQVLGHU WKH RSHUDWRU 6 � /

º
>����� /

º
>���� GHpQHG E\ 6I  J� ZKHUH �IRU DOPRVW

DOO W y � ZLWK UHVSHFW WR /HEHVJXH PHDVXUH� L�H�� DOPRVW HYHU\ZKHUH �D�H�� RQ >�����

�6I��W�  J�W� ZLWK J�W�  I�W�b
= Ò
u H p à

á Ý Ò pVâ Þ I��� G��
ZKLFK LV DQ LVRPHWU\ KDYLQJ WKH VKLIW SURSHUW\� YL]�� �ZLWK H Ë �W�  H pdàá Ò / Ë �W� ��

�6H Ë ��W�  H pXàá Ò / Ë w�x �W�  H Ë w�x �W�
IRU HYHU\ W y � DQG HDFK LQWHJHU Q y �� 7KLV LV UHIHUUHG WR DV WKH /DJXHUUH VKLIW �RI
PXOWLSOLFLW\ �� JHQHUDWLQJ WKH /DJXHUUH IXQFWLRQV� /HW ' º Ð � /

º
>����� /

º
>����

EH WKH GLODWLRQ�E\��o�RSHUDWRU GHpQHG E\ ' º Ð I  J ZKHUH IRU HYHU\ W y �
�' º Ð I��W�  J�W� ZLWK J�W�  

S
�oI��oW�
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IRU HDFK o y xº � 7KH o�/DJXHUUH IXQFWLRQV DUH WKHQ GHpQHG IRU HDFK Q y � �DJDLQ
ZLWK H Ë �W�  H p àá Ò / Ë �W� � E\

�' º Ð H Ë ��W�  
S
�o H Ë ��oW�  S

�o H p Ð¤Ò / Ë ��oW�
IRU HYHU\ W y �� 6LPLODUO\� WKH o�/DJXHUUH VKLIW 6 Ð _ JHQHUDWLQJ WKH o�/DJXHUUH
IXQFWLRQV _ LV GHpQHG E\ 6 Ð  ' º Ð 6 VR WKDW IRU HYHU\ W y �

�6 Ð I��W�  �' º Ð 6�I�W�  J�W� ZLWK J�W�  I�W�b �o
= Ò
u H p Ð�Ý Ò paâ

Þ
I�� � G�

DQG �ZLWK �' º Ð H Ë ��W�  
S
�o H p Ð¤Ò / Ë ��oW� � IRU HDFK Q y �

�6 Ð H Ë ��W�  �' º Ð 6H Ë ��W�  �' º Ð H Ë w�x ��W�  
S
�o H p Ð¤Ò / Ë w�x ��oW��

1RZ FRQVLGHU D FODVV RI ��SDUDPHWHU /DJXHUUH IXQFWLRQV DV IROORZV� 7KH �o � p��

/DJXHUUH IXQFWLRQV DUH GHpQHG IRU HYHU\ W y � E\ �UHFDOO� H Ë �W�  H p àá Ò / Ë �W� �
�' Ð w�ä H Ë ��W�  

S

o� p H pgå æ¤çá Ò / Ë b�o� p�W
c

�

IRU HDFK Q y � ZKHUH o� p y xº � �&RPSDUH ZLWK >�� 6HFWLRQ �@�� )URP QRZ RQ ZH
SURFHHG IRUPDOO\�

/HPPD ���� 7KH VHTXHQFHV I� Ë J DQG I� Ë J JLYHQ E\

� Ë �W�  S

o� p H p Ð¤Ò / Ë b�o� p�W
c

DQG � Ë �W�  S

o� p H p ä Ò / Ë b�o� p�W
c

IRU HDFK Q y � DUH ELRUWKRJRQDO DQG VSDQ /
º
>�����

3URRI� )RU HDFK P�Q y �

K� Ì �� Ë L  
= s
u
S

o�p H p ÐcÒ / Ì b�o� p�W
c

S

o� p H p ä Ò / Ë b�o�p�W
c

GW

 

= s
u
S

o�p H p å æ¤çá Ò / Ì b�o�p�W
c

S

o� p H p å æ#çá Ò / Ë b�o� p�W
c

GW  r ÌdÍ Ë
VLQFH WKH DERYH�GHpQHG �o � p��/DJXHUUH IXQFWLRQV� QDPHO\� ' Ð w�ä

b

H p àá Ò / Ë �W�c  S
o� p H p å æ¤çá Ò / Ë b�o� p�W

c

� DUH RUWKRQRUPDO� ,W UHPDLQV WR VKRZ WKDW I� Ë J DQG
I� Ë J VSDQ /

º
>����� 6XSSRVH WKHUH LV D QRQ]HUR K � /

º
>���� VXFK WKDW

= s
u H p Ð¤Ò / Ë b�o� p�W

c

K�W� GW  �

IRU HYHU\ W y � DQG HDFK Q y �� ZKLFK FDQ EH UHZULWWHQ DV
= s
u H pgå æ¤çá Ò / Ë b�o� p�W

cb

H pgå&è çá Ò K�W�c GW  ��
6R� DV WKH �o� p��/DJXHUUH IXQFWLRQV

S
o� p H p å æ¤çá Ò / Ë b�o� p�W

c

VSDQ /
º
>�����

H p å&è çá Ò K�W�  � IRU HYHU\ W y �  � K�W�  � IRU HYHU\ W y ��
HQVXULQJ WKDW I� Ë J VSDQV / º >����� ,QWHUFKDQJLQJ o DQG p� I� Ë J VSDQV / º >�����
/HPPD ���� 7KH /DSODFH WUDQVIRUPV RI HDFK � Ë DQG � Ë DUH JLYHQ E\

/ é >� Ë @�V�  
K é p äéAw Ð

L Ënê Ð w�äéAw Ð DQG / é >� Ë @�V�  
K é p ÐéAw�ä

L Ënê Ð w�äéAw�ä �
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3URRI� 7KH IXQFWLRQV � Ë DQG � Ë ZHUH GHpQHG LQ /HPPD ��� DV IROORZV�
� Ë �W�  S

o� p H p ÐcÒ / Ë b�o� p�W
c

DQG � Ë �W�  S

o� p H p ä Ò / Ë b�o� p�W
c

�

5HFDOO� WKH /DSODFH WUDQVIRUP RI WKH /DJXHUUH SRO\QRPLDO / Ë �W� LV
/ é >/ Ë @�V�  Ý é p x Þ Ñé Ñ æ à �

7KXV �IRUPDOO\�

/ é dSo� p H p Ð¤Ò / Ë b�o� p�W
ce

 
S

o� p Ý éAw Ð p�ì Ð w�ä¤í Þ ÑÝ é2w Ð Þ Ñ æ à
 

S

o� p Ý é p ä Þ ÑÝ éAw Ð Þ Ñ æ à  
K é p äé2w Ð

L Ënê Ð w�äéAw Ð �

DQG KHQFH

/ é dSo� p H p ä Ò / Ë b�o� p�W
ce

 
K é p ÐéAw�ä

L Ënê Ð w�äéAw�ä
E\ LQWHUFKDQJLQJ o DQG p�

7KH VKLIW RSHUDWRU 6 FRUUHVSRQGV WR WKH RSHUDWRU PXOWLSOLFDWLRQ E\ WKH IXQFWLRQ
+�c� LQ WKH +DUG\ VSDFH +

º
ZKLFK LV JLYHQ E\

+�V�  
é pXàáéAw àá

IRU 5H�V� ! b xº � 7KH /DSODFH WUDQVIRUPV RI � Ë DQG � Ë LQ /HPPD ��� LPSO\ WKH
H[LVWHQFH RI IXQFWLRQV + Ð ä DQG + ä Ð LQ +

º
JLYHQ E\

+ Ð ä �V�  é p Ðé2w�ä DQG + ä Ð �V�  
é p äéAw Ð �

&RQVHTXHQWO\ ZH FRQVLGHU WKH �op��/DJXHUUH RSHUDWRU 6 Ð ä RQ /
º
>���� GHpQHG E\

6 Ð ä I  J ZKHUH� IRU HYHU\ W y �

�6 Ð ä I��W�  J�W� ZLWK J�W�  I�W�b �o� p�

= Ò
u H p

ä Ý Ò pVâ Þ I��� G��
JHQHUDWLQJ IRU HDFK Q y � WKH IXQFWLRQ � Ë JLYHQ E\

� Ë �W�  S

o� p H p ä Ò / Ë b�o� p�W
c

�

,QWHUFKDQJLQJ o DQG p ZH KDYH WKH 6 ä Ð �/DJXHUUH RSHUDWRU 6 ä Ð RQ /
º
>���� GHpQHG

E\ 6 ä Ð I  J ZKHUH� IRU HYHU\ W y �

�6 ä Ð I��W�  J�W� ZLWK J�W�  I�W�b �o� p�

= Ò
u H p Ð�Ý Ò paâ

Þ
I�� � G��

JHQHUDWLQJ WKH IXQFWLRQ � Ë JLYHQ E\
� Ë �W�  S

o� p H p Ð¤Ò / Ë b�o� p�W
c

�

2EVHUYH WKDW 6 Ð ä LV DVVRFLDWHG ZLWK WKH o�/DJXHUUH VKLIW 6 Ð ZKLOH 6 ä Ð LV DVVRFLDWHG
ZLWK WKH p�/DJXHUUH VKLIW 6 ä �
7KHRUHP ���� 7KH �op� DQG �po��/DJXHUUH RSHUDWRUV 6 Ð ä DQG 6 ä Ð FRQVLVW RI D

ELLVRPHWULF SDLU RQ /
º
>���� KDYLQJ WKH IROORZLQJ SURSHUWLHV�

1 �6 oÐ ä �  VSDQIH p Ð�Ý�î
Þ J  1 �6 oÐ ��

1 �6 oä Ð �  VSDQIH p
ä Ý�î Þ J  1 �6 oä ��

6 oÐ ä 6 ä Ð  ,  6 oä Ð 6 Ð ä �
6 Ð ä 6 ä Ð  6 Ð 6 ä  6 ä Ð 6 Ð ä �

DQG VR 6 Ð ä 6 ä Ð LV D VKLIW RI PXOWLSOLFLW\ ��
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3URRI� )RU W y �

6 oÐ ä I  J ZLWK J�W�  I�W�b �o� p�

= s
Ò

H p ä Ý ð p Ò Þ I�� � G��
7KHUHIRUH I � 1 �6 oÐ ä � LI DQG RQO\ LI 6 oÐ ä I  �� ZKLFK LPSOLHV� IRU HYHU\ W y ��

I�W�  �o� p�

= s
Ò

H p ä Ý ð p Ò Þ I�� � G��
'LoHUHQWLDWLQJ ERWK VLGHV ZH JHW� IRU W y ��

I�W�  pI�W�b �o� p�I�W�  boI�W��

6ROYLQJ IRU I ZH JHW
I�W�  .H p Ð¤Ò

IRU W y � DQG VRPH FRQVWDQW .� 7KH VDPH DUJXPHQW OHDGV WR

6 oÐ H p Ð¤Ò  �
IRU HYHU\ W y �� 7KLV SURYHV WKH pUVW SURSHUW\� ,QWHUFKDQJLQJ o DQG p ZH JHW WKH
VHFRQG RQH� 7KH QH[W WZR SURSHUWLHV DUH GHULYHG E\ VLPSOH FDOFXODWLRQV� )LQDOO\�
VLQFH 6 Ð ä 6 ä Ð LV WKH FRQYROXWLRQ RI WZR FRPPXWDEOH VKLIWV RI PXOWLSOLFLWLHV �� YL]��
6 Ð 6 ä � LW LV WKHUHIRUH D VKLIW RI PXOWLSOLFLW\ ��
7KH QH[W UHVXOW IROORZV IURP &RUROODU\ ���� /HPPDV ���� ���� DQG 7KHRUHP ����

&RUROODU\ ���� )RU HDFK Qy � FRQVLGHU WKH IXQFWLRQV � Ë � � Ë �/
º
>���� DV IROORZV�

� Ë �W�  S

o� p H p ä Ò / Ë b�o� p�W
c

 >6 Ð ä @ Ë
S

o� p H p ä Ò �
� Ë �W�  S

o� p H p ÐcÒ / Ë b�o� p�W
c

 >6 ä Ð @ Ë
S

o� p H p Ð¤Ò �
7KH VHTXHQFHV I� Ë J DQG I� Ë J DUH ELRUWKRJRQDO DQG ERWK VSDQ /

º
>����� 0RUHRYHU�

WKH ELLVRPHWULF RSHUDWRUV 6 Ð ä DQG 6 ä Ð VKLIW WKH ELRUWKRJRQDO VHTXHQFHV I� Ë J DQG

I� Ë J� 7KDW LV� IRU HDFK Q y �
6 Ð ä � Ë  � Ë w�x �

DQG IRU HYHU\ I � /
º
>���� ZLWK H[SDQVLRQ LQ I� Ë J�

I  
; srTt�u KI �� r L� r DQG VR 6 Ð ä I  

; srTt�u KI �� r L� rTw�x �
6LPLODUO\� IRU HDFK Q y �

6 ä Ð � Ë  � Ë w�x �
DQG IRU HYHU\ I � /

º
>���� ZLWK H[SDQVLRQ LQ I� Ë J�

I  
; srTt�u KI �� r L� r DQG VR 6 ä Ð I  

; srTt�u KI �� r L� rTw�x �
3URRI� $SSO\ &RUROODU\ ���� /HPPDV ���� ���� DQG 7KHRUHP ����

5HPDUN ���� �D� 7KH *UDP^6FKPLGW RUWKRQRUPDOL]DWLRQ SURFHGXUH FDQ EH H[�
WHQGHG WR ELRUWKRQRUPDOL]DWLRQ LQ +LOEHUW VSDFH� ,QGHHG� WDNH D SDLU RI VHTXHQFHV
II Ë J DQG IJ Ë J� DQG FRQVWUXFW WKH VHTXHQFHV I� Ë J DQG I� Ë J VR WKDW K� Ì �� Ë L  r ÌXÍ Ë
DV IROORZV� 7R EHJLQ ZLWK VHW

� u  ñAòó ñ ò�ô õ6ò6ö àá
DQG � u  õ òó ñ òVô õRò9ö àá

�
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VR WKDW K� u �� u L  �� 1H[W VHW
� x  ø àó ø à ô ù à ö à

á DQG � x � T x
KS x � T x L àá �

ZKHUH

S x  I x b KI x �� u L� u DQG T x  J x b KJ x �� u L� u �
,W LV SODLQ WKDW K� x �� x L  �� S x " � u � DQG T x " � u � 7KHQ

U x � x  S x  I x b KI x �� u L� u ZKHUH U x  KS x � T x L àá �
7KXV � x " � u � 6LPLODUO\�

U x � x  T x  J x b KJ x �� u L� u �
DQG VR � x " � u � ,Q JHQHUDO� IRU Q y ��

U Ë � Ë  S Ë  I Ë b; Ë p xrTt�u KI Ë �� r L� r " � u � � � � � � Ë p x ZKHUH U Ë  KS Ë � T Ë L àá �
6LPLODUO\�

U Ë � Ë  T Ë  J Ë b; Ë p xrTt�u KJ Ë �� r L� r " � u � � � � � � Ë p x �
,I I Ë " K� WKHQ � Ë " K� 7KHUHIRUH� LI II Ë J LV WRWDO �L�H�� FRPSOHWH�� WKHQ VR LV I� Ë J�
6LPLODUO\� LI IJ Ë J LV WRWDO �L�H�� FRPSOHWH�� WKHQ VR LV I� Ë J�
�E� ,W LV DOVR ZRUWK QRWLFLQJ RQ WKH IROORZLQJ SRLQWV�

�L� ,I I Ë  J Ë � WKHQ WKH *UDP^6FKPLGW ELRUWKRQRUPDOL]DWLRQ EHFRPHV WKH XVXDO
*UDP�6FKPLGW RUWKRQRUPDOL]DWLRQ�

�LL� ,I I Ë �W�  H p ÐcÒ b�o� p�W
cË
DQG J Ë �W�  H p ä Ò b�o� p�W

cË
� WKHQ ZH JHW � Ë �W�  

H Ð¤Ò / Ë �o� p�W DQG � Ë �W�  H
ä Ò / Ë �o� p�W� 0RUHRYHU II Ë J DQG IJ Ë J DUH WRWDO

�L�H�� FRPSOHWH�� DQG � Ë DQG � Ë DGPLW WKH ELLVRPHWULF GHVFULSWLRQ DV ZHOO� $OVR
I� Ë J DQG I� Ë J DUH LQ WKLV FDVH LQGHSHQGHQWO\ WRWDO �L�H�� FRPSOHWH��

�� & RQF O XVLRQ DQG 5HP DU N V

:H KDYH VHHQ LQ 6HFWLRQ � WKDW WKH o�/DJXHUUH VKLIW 6 Ð VDWLVpHG IRU HDFK Q y �
WKH IROORZLQJ SURSHUO\�

6 Ð
b
S
�o H p Ð¤Ò / Ë ��oW�c  S

�o H p ÐcÒ / Ë w�x ��oW��
0RUHRYHU�

>6 oÐ @ H p Ð¤Ò  ��
7KH VDPH W\SH RI UHVXOWV FDQ EH REWDLQHG IRU 6 Ð ä � ,QGHHG� LQ WKH VSDFH +

º
�

>+ Ð ä @ Ë / é
d

H p Ð¤Ò e  
K é p ÐéAw�ä

L Ë xéAw Ð �
DQG KHQFH

>+ Ð ä @ Ë w�x xéAw Ð  
K é p ÐéAw Ð

L K é p Ðé2w�ä
L Ë xé2w�ä  + Ð >+ Ð ä @ Ë xé2w�ä �

IRU HDFK Q y �� ZKHUH + Ð  é p ÐéAw Ð � 7KHUHIRUH IRU HDFK Q y �

>6 Ð ä @ Ë H p Ð¤Ò  6 Ð
d

H p ä Ò / Ë b�o� p
c

W�
e

�

,QWHUFKDQJLQJ o DQG p ZH JHW

>6 ä Ð @ Ë H p ä Ò  6 ä dH p Ð¤Ò / Ë b�o� p�W
ce

�
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7KHVH IXQFWLRQV� KRZHYHU� DUH QHLWKHU RUWKRJRQDO QRU ELRUWKRJRQDO� 7KH o�/DJXHUUH
IXQFWLRQV DQG o�/DJXHUUH VKLIW 6 Ð KDYH EHHQ ZLGHO\ DSSOLHG LQ V\VWHPV DQDO\VLV
DQG LGHQWLpFDWLRQ� VHH IRU LQVWDQFH >�@ DQG WKH UHIHUHQFHV WKHUHLQ� $SSOLFDWLRQV RI
ELRUWKRJRQDO /DJXHUUH IXQFWLRQV DQG ELLVRPHWULF /DJXHUUH VKLIWV ZLOO EH UHSRUWHG
HOVHZKHUH�

)LQDOO\� WKH ELLVRPHWULF RSHUDWRUV 6 Ð ä DQG 6 ä Ð GLVFXVVHG DERYH FDQ EH UHJDUGHG
DV ?/DJXHUUH�OLNH� VKLIWV RI PXOWLSOLFLW\ �� $ FODVV RI /DJXHUUH VKLIWV DQG /DJXHUUH
VKLIW VHPLJURXSV RI pQLWH PXOWLSOLFLWLHV KDYH EHHQ GHYHORSHG LQ >�@� :H H[SHFW WKDW
RQH FDQ DOVR FRQVWUXFW ?/DJXHUUH�OLNH� VKLIWV RI pQLWH PXOWLSOLFLWLHV�

$F N QRZ O HGJP HQW

:H WKDQN 2OH &KULVWHQVHQ IRU FRUUHFWLRQV LQ 7KHRUHP ��� DQG &RUROODU\ ����

5HI HU HQF HV�9' � ' 	 ' � I�=�:/I�-/< bT]�ú ���}û�� �J�X�J�#~ �}�JüBý�þ&�/¢/|9~+�6¢ ú ���/�6¢J  ] � , :!ÿ�.��59I�-?>2:�� 	 7�:/, 3�Z�>A:2] � >J1 � 0�:?ÿ#]#�9k��9��'�T' � ' 	 ' � I�=&:!I�-/< bd593�E � ' � >��95�3¤] {��#|9� �+�/��� ü!~�£T�!�/�9��þ��6�J� ~ ���6�^�Jü���� � �/�/¢2~V�+þ�|T�J� ] 	 >RSL, Z9:!0�I�7&-�0�; � 7#>A:![56*!09:!- � f�.�>A09:?bd5�3�E � 7�7&< , @R56*!, 0�3�-2] � 7�*/, S8, 	259*!, 0�3 	 09; *�1)56:!>9] � 0�- � 3�Z9>R< >2-2]#�6k9kT�T]�7�7c' � � ��
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